SOLUCIONES TEMA 2
Ejercicio 1

a) El diagrama de rejilla y las cuatro mariposas se muestran en la figura

+1,-1, 1] +1,-1,-1]® +1,-1,-1]

Y7 = [+1,+1,+1] Y7 =[+1,+1,+1]@ ® Yr=[+1,+1,+1]@ °
Yo = [-1,+1,+1] =[-1,+1,+1]e ® Yo=[-1,+1+1]® °
= [+1, -1, +1] =[+1,-1,+1] @ ° = [+1,-1,+1] °
Ya = [-1,—1,+1] =[-1,-1,+1] ® Yy=[-1,-1,+1]@ °
=[+1+1,-1] =[+1,+1,-1]e ® Ys3=[+1,+1,-1]e
Y2 = [-1,+1,-1] =[-1,+1,-1]e o Yo=[-1,+1,-1]@
[ = [
=[- =[- [-

1,-1,—-1]

1,-1,-1] @ [

Y7 =[+1,+1,+1]@ ® 7 =[+1,+1,+1]

Y6 = [—1,+1,+1] Y6 = [-1,+1,+1] @

s =[+1,-1,+1] @ =[+1,-1,+1] @ °

Py =[-1,-1,+1] @ Yy =[-1,-1,+1] @ °

Y3 =[+1,+1,—1]e ® Y3 =[+1,+1,-1] °

Yo = [—1,+1, 1] ® Yo=[-1,+1,-1]e@ °
=[+1,-1,-1]e ° =[+1,-1,-1]® °

Yo =[-1,-1,-1]® ® Yo=[-1,-1,-1]e@ °

En este caso particular, una mariposa es la que une los estados que tienen la forma siguiente
la,b, 2] = [y, a,]
donde a y b son fijos, y z,y € {£1}.
b) En el caso general, una mariposa une los estados
[Aln =1}, Aln = 2], -+, Aln — (K = 1)], 2] = [y, Aln = 1], A[n — 2], - -, A[n — (K, — 1)]]

con [An — 1], A[n —2],--- , A[n — (K, — 1)] fijo, y con z e y tomando los posibles valores del
alfabeto de la constelacién transmitida (los M posibles valores de A[n — K| para =, y los M
posibles valores de A[n| para y).

¢) Hay M nodos de entrada (uno para cada valor de z) y M de salida (uno para cada valor de y).

d) El nimero de mariposas es

— MKpfl
M

Ejercicio 2

a) Salida sin ruido: o[n] = 1 A[n] — 1 Aln — 1] + 0.8 A[n — 2]



+1/+0.8

Aln] Aln—1] Aln—2] | o[n] [+1,41]

1 f1 +1 +0.8 _H 02

_ _ +1| 4+ 1.
1 41 +1 0.2 -1, 41]

+1 -1 +1 +1.8 l+08

—1 -1 +1 +0.8 +1]-0.8

+1 41 -1 -0.8 [+1, —1]

-1 +1 -1 -1.8 ;}I;ég

1 -1 —1 10.2 L1 :

-1 -1 -1 0.8 [=1.-1]

¥[n] ~i-o8 Yln +1]

b) Para la constelacién de errores {[n] = A;[n] — Aj[n]
En este caso &[n] € {+2,0,—2} Ahora o[n] =3 &[n] — % &[n — 1]+ 0.8 {[n — 2]

€[n] €[n — 1] €[n — 2] o[n]
+2 +2 a1 =+1.6
+0 +2 +2 az = +0.6
—2 +2 +2 a3 =—-04
+0 +2 b1 =+2.6
+0 +0 +2 by = +1.6
—2 +0 +2 b3 = +0.6
-2 +2 c1 =+3.6
+0 —2 +2 co = +2.6
—2 —2 +2 c3=+1.6
+2 +0 di =40
+0 +2 +0 do =—1
—2 +2 +0 ds = —2
+0 +O e = +1
+0  +0 +0 ex = +0
-2 +0 +0 e3 = —1
—2 +0 f1=+2
40 -2 +0 f2=+1
—2 —2 +0 fa=+40
+2 —2 g1 =-—1.6
+0 +2 —2 g2 = —2.6
—2 +2 —2 g3 = —3.6
+0 —2 h; = —0.6
+0 +0 —2 ha = —1.6
—2 +0 —2 hy = —2.6
—2 —2 i1 =404
+0 —2 —2 g = —0.6
—2 —2 —2 i3 = —1.6

¢) Distancia minima D,,;, = v/3.92 = 1.9799

Ejercicio 3

a) La constelacién sin ruido: o[n] = A[n] * p[n] = A[n] — Aln — 1]

Aln] Aln—1] | o[n]
+1 +1 0
—1 +1 —2
+1 -1 +2
—1 —1 0

La probabilidad de error




b) Diagrama de rejilla

Yo = [+1] 1[0
1 -2
+1] +
Yo = [-1
110
¥[n] Yn +1]

c¢) Probabilidad de error del detector de secuencias

Pe%k;OQ< fﬂ)

d) Igualador ZF sin restricciones

i efjwd
w (6 ) - 1 — e Jw
1
Pe:Q(O):§
e) Igualador MMSE sin restricciones
. (1 — eiw)e—iwd
W (e?¥) =
(<) 2.01 — 2 cos(w)
1
P, ~
Q<0.2235)
f) Igualador MMSE de 3 coeficientes
i) -
wyMSE =1 wll] | = (P"P+ ) PY ¢y
wl2] o7
A
donde A = 0.01, y las matrices son
10 0 c[0] 0 pl0] 0 0 +1 0 O
i~ lo1o o - 1] | |1 p_ pll] plo] O | | -1 41 0
ool STl Lo T T 0 p[] oplo]| | 0 -1 41
c[3] 0 0 0 p[l] 0 0 -1
Resolviendo el sistema se obtiene
wl0] —0.2512
wiMSE — | [1] | = [40.4951
w|2] +0.2463



Los coeficientes de la respuesta conjunta canal-igualador son

—0.2512
+0.7463
—0.2488
—0.2463

0% = 0? x 0.3689 = 0.003689, o2¢; = E, x 0.1857 = 0.1857

0.7463
PorQ | e
¢ (\/0.1893)

Ejercicio 4
a) Con un receptor simbolo a simbolo sin memoria

i) La constelacién recibida sin ruido es

Aln] Aln —1] o[n] Aln] Aln —1] o[n]
I TS I - | R 18
H1 -1 | 41—508] 45 -1 10.2
Y1 4y 40.2 Y 4 | —08+j
H1 418 i —j | 408+
1 11 | —1+408|[ =5 1 —j0.2
1 -1 | —1—jos| -5 -1 18
1 4y 18 i 4j | -08—j
1 o 0.2 i = | +08—7

La constelacion, junto a la transmitida, se muestra en la figura

ii) La probabilidad de error es

1
P.=-P, ~-P. ~P.
1 1+4 2+2 3

B 02/v2) ,(02/V2
ra-20(U02) - o (L2

siendo




P€2:2Q<

[ 02/V2 0.8/v2Y
(122 o (2322)

0.8/\/5) P

b) Igualador lineal ZF sin restricciones

i) Igualador

e—jwd

1+ 70.8e—9w

ii) Estima de la probabilidad de error: como |P(e’*|*> = 1.64 + 1.6sin(w) (parte real al
cuadrado mas parte imaginaria al cuadrado)

P, =~ 2Q V2
2,/2.TT78Ny /2

¢) Detector de secuencias de maxima verosimilitud

w (ej“’) =

i) El diagrama de rejilla se muestra en la figura

a1 = +1| +1+508
az = —1|—1+350.8
a3 = +j| +71.8

a4 = —j| — 0.2

by = +1| +1—30.8
by =—1]—1—-3508
b3 = +j| +50.2

by = —j| — j1.8

c1 =41/ +0.2
co=—-1-1.8
c3=4j| —08+
4 =—j|—08—3
di =+1]+1.8
do=-1]-0.2

d3 =44/ +08+j
dy = —j|+08—3j

La distancia minima entre la salida sin ruido de dos secuencias distintas es
D, i, = V3.28

ii) La probabilidad de error aproximada es

N V/3.28
PeNkOQ<2 NO/Q)

Ejercicio 6

a) Igualador ZF sin limitaciones y prestaciones

—jwd
W)=
1—edvy leiw
1
Pe - Q(O) - 5



b) Igualador ZF de dos coeficientes

w|0] -1
wil = { 1] ] = (P"P) P ¢4
p#
donde las matrices y vectores son

c[0] 0 /2 0

I -1 1/2

“=leg | o] T2 4

c[3] 0 0 1/2

Resolviendo el sistema se obtendria
Wi = {w[l] } - {—0.2
Ejercicio 7

a) Detector simbolo a simbolo sin memoria

i) Constelacién recibida en ausencia de ruido

Aln] Aln—1] Aln—2]| o[n]
+1 +1 +1 +0.3
+1 +1 -1 +0.7
+1 —1 +1 —-1.3
+1 -1 -1 -0.9
—1 +1 +1 +0.9
—1 +1 -1 +1.3
—1 -1 +1 —0.7
—1 —1 —1 -0.3

@ =An|=+1

O =An]=-1

-1 —-0.5 0 0.5 1

ii) Densidad condicional de la observacién para A[n] = +1
1 oy 1 2y, L 2y L 2
famllA=+1 = ZN(—FOB, o;) + ZN(+0.7, o)+ ZN(—0.9, o) + ZLN(_LB’ o?)

iii) Densidad condicional de la observacién para Aln| = —1

1 1 1 1
fanllApj=—1 = ZIN<_0-3’ o?) + ZN(—O.?, o?) + Z/\/(+0.9, o?) + Z/\f(+1.3, o?)



iv) Si se decide A[n], la probabilidad de error es

—1e (2t (B2 - ()] + 1 [-e (2]

Si se decide A[n — 1], la probabilidad de error es

+0.3 +0.7 +0.9 +1.3
rege() e (T e (57) 50 ()
Z Z O-Z Z
La probabilidad de error es menor decidiendo fl[n — 1] ya que d = 1 es el retardo éptimo
para este canal (el valor maximo de |p[n]| estd en n = 1). Ademds, para un retardo d = 0,

al ser el valor de p[0] negativo, para mejorar las prestaciones habria que invertir las regiones
de decision.

b) Igualador lineal

i) El igualador se obtiene como

wl0]
wit = [w(1]| = (PHP)_lPH c
U)[Q] —

P#

donde la matriz de canal es independiente del retardo

-03 0 0
+08 —-03 O
P=|-02 408 —-0.3

0 -02 +08
0 0 -0.2

y los vectores de respuesta conjunta canal-igualador son

c[0] 1 0
c[1] 0 1
ca= |c[2]|,concyg= |0| parad=0,yc; = |0]| parad=1.
c[3] 0 0
cl4] 0 0
Resolviendo el sistema se obtendria
wl0] —0.5732 1.1525
wit = [w1]]|, con wZF' = [-0.3761| y wit = [0.2225
w|2] —0.1507 0.0258

ii) La potencia del ruido filtrado por el igualador es
02 = 0% x 1.3713
La potencia del término de ISI residual es

otgr = 0.1234



Ejercicio 9

a)

Las constelaciones recibidas para los dos canales son, respectivamente

Aln] An—1] An—-2]| o[n]

+1 +1 +1 +0.1

Aln] Aln—1]| o[n] -1 +1 +1 —0.3

+1 +1 +0.1 +1 -1 +1 +0.7

Para pi[n]| —1 +1 —0.3 |y para pa[n] | —1 —1 +1 +0.3
+1 —1 +0.3 +1 +1 -1 -0.3

—1 —1 —-0.1 —1 +1 -1 —0.7

+1 -1 -1 +0.3

-1 -1 -1 —0.1

La probabilidad de error para p;[n] es

1 +0.1 1 0.3
P.=3Q 150~
2 o, 2 o,
con o, = 1/Ny/2, y para pa[n]

1 +0.1 1 +0.3 1 +0.7 1 0.3 11 +0.1 1 +0.7
r=go () e (52) e (T [-e ()] - atie () e (5

Las prestaciones son peores para el segundo canal, ya que para este el retardo 6ptimo para la
decision es d = 1.

Los canales son

p1[n] = 0.28[n] — 0.10[n — 1], paln] = 0.26[n] — 0.30[n — 1] + 0.26[n — 2.
La probabilidad de error aproximada es

Dmin
pe%kOQ( 2% )7

donde D,,;, = 0.4472 para el primer canal, y D,,;,, = 0.6325 para el segundo canal. En
el segundo canal se obtendran mejores prestaciones utilizando el detector de secuencias de
maxima verosimilitud.

Hay que aplicar el algoritmo de Viterbi. La secuencia estimada es

A ~ A ~ ~

fl[O] =-1, A[ll=-1, A)2]=-1, A[3]=-1, A[4]=-1, A[50]=—-1.
Los detalles de la aplicaciéon del algortimo de Viterbi se muestran en la figura:

e En verde: ramas a considerar en la decodificacién (y su correspondiente métrica)
e En negro: caminos supervivientes para cada estado

e En azul: camino asociado a la secuencia mas verosimil




q[0] = —0.5 gq[1] = —0.2 gq[2] = —0.3 ¢q[3] = —0.7 gq[4] = —0.5 ¢q[5] = —0.2 ¢[6] = +0.5 ¢[7] = +0.1
. SECUENCIA ML (L) _
A0 =—1 Allj]=-1 A[2l=-1 A@B]=-1 Al4]=-1 A} =-1

[0.36] [0.45] [0.61] 1.25 [1a7] [126] [142] 1.42
[+z;+1] 0.85 0.81 1.37 1.34 1.74
3 & & ® & 4
1, 41]
Y2 @

[+1,-1]
Y1 @

(-1, -1]
Yo @

Ejercicio 10
a) El canal discreto equivalente es
1
pln] =d[n] —2dn—1] + 3 d[n —2].

b) La probabilidad de error es

1 +0.5 1 1.5 1 2.5 1 3.5

P==: .- + = += :
() i (Gm) 1o () e (i)

c¢) El igualador ZF de 3 coeficientes se obtiene como

w|0]
wiF = wll]| = (PP) " PY ¢,
N————

w2] o7

donde la matriz de canal y la respuesta conjunta canal-igualador son

+1 0 0 c[0] 0
-2 +1 0 c[1] 1
P=|+1/2 -2 +1 |, cqa=|c2]|,conc;=|0| parad=1.
0 +1/2 =2 c[3] 0
0 0 +1/2 c[4] 0
Resolviendo el sistema se obtendria (no seria necesario)
w|0] —0.3951
wZ = [w[1]| , con wZF = | —0.0205
w(2] +0.0259
d) En este caso el igualador es
wl) 1
wyMEE = w(l]| = (PP +AI) PY ¢,
wi2]] ° A ’

#
P)\



donde la matriz de canal es la misma del apartado anterior, y la respuesta conjunta canal-

igualador y la matriz identidad son ahora

c[0] 0
c[1] 0 100
ca= |c[2]|,conc3= |0 parad=3,I=1]0 1 0
c[3] 1 00 1
cl4] 0
y el pardmetro de regularizacién es A = 0.01.
e) La probabilidad de error aproximada es
~(7om)
‘ 0.0966
Ejercicio 11
a) Los coeficientes del canal son:
1
pl0] = +3 p[l] = —0.7, p[2] = +0.1.
El diagrama de rejilla es
Vs = [+1, +1] a a=+1]-0.1
b =-1]-1.1
Wy = [—1, +1] ¢ c=+1]+1.3
d d = —1| + 0.3
1= [+1, —1] . e=+1]-0.3
Jg” f=-1-13
Yo = [—1,—1] g=+1+11
V[n] Yn+1]
b) Los valores de las dos secuencias son
Ay ={+1, -1, +1, +1} A, ={-1, -1, -1, —1}.

¢) La probabilidad de error, para un retardo d = 0

1o () i (mm) 4

d) El igualador se obtiene como

P, =

(e

ZF

donde el operador # denota el operador pseudo-inversa de una matriz, que se define como

P# — (P"P) ' P,

10

0.3

on)) b



donde # denota el operador hermitico (transposicién+conjugado). En este problema en par-
ticular, estos elementos tienen la siguiente expresion

pl0] 0 1 0

B EOI O B N I
P e [T o YT o
0 p[2] 0 0

Resolviendo el sistema, se tiene que

o | +0.75 —0.42 Hpy-1 | 1.9425 1.0878
P P—[—O.ZLQ 0.75 ’<P P) © | 1.0878 1.9425 |’

p# _ +0.9713 —0.8159 —0.5672 +0.1088
| +0.5439 +0.2098 —1.2510 +0.1943 |’
por lo que queda que

} para d = 1.

0 T | 40.5439

} parad =0,y wj 40.2098

e) Para los valores de n especificados y para los coeficientes obtenidos para d = 1 se tiene
u[1] = o[1]w[0] + o[0]w[1] = 0.8765

u[2] = o[2]w[0] + o[1]w[1] = 0.8765

Se puede ver que no se han recuperado de forma exacta los valores de la secuencia de datos
transmitida. Esto es asi porque con sélo dos coeficientes, la respuesta conjunta entre canal e
igualador dista bastante del valor deseado. En concreto, para d = 1 se tiene que la respuesta

conjunta es
—0.4079

c— Pw — +0.6760 ’

—0.2284
+0.0210

lo que significa que el nivel residual de interferencia intersimbélica es relativamente alto.

Ejercicio 12

a) El retardo 6ptimo es , y la probabilidad de error
1 1/2 1 2
Po=—=2Q( L) +-0(——].
() *10(m)
b) Ahora el retardo 6ptimo es . La probabilidad de error exacta es

1 0.64 1 1.36
needo() - 1o(2)
2 0y 2 (%

N,
o2 = 0.8704 x 70

donde

11



c¢) El diagrama de rejilla se representa en la siguiente figura

Y3 = [+1,+1]
o = [—1,+1]
Y1 = [+1,-1]
Yo = [-1,—1]

+1] + 0.64

1| —0.64

~1| —0.64

Yn]

Y[n + 1]

La probabilidad de error en este caso se puede aproximar como

donde D,,;, = sqrt4.5184

d) Para decodificar esta secuencia de observaciones, hay que aplicar el algoritmo de Viterbi sobre
el diagrama de rejilla para el sistema con igualador. En la figura se muestran las métricas
de rama, los caminos supervivientes resultantes de la aplicacién del algoritmo (trazo doble),
y el camino correspondiente a la secuencia de méxima verosimilitud (trazo més grueso). Las
métricas acumuladas de cada uno de los estados en cada transicion aparecen en la tabla. Para
cada estado, la primera métrica hace referencia la camimo que llega desde arriba, y la segunda
al que llega desde abajo en la rejilla. En negrita se resalta la métrica del camino superviviente

Pe%kO'Q<

(0 lo que es lo mismo, la métrica de ese estado).

V3

(G2

(G

Yo

Dmin
VN2 )

Y[ ¥[2]

IE]

Y4 Y[5]

V3
(G2
(G
Yo

0.2209 0.3505
0.0625 0.3525
0.1921
0.1921

0.7349/7.0565
0.3605/3.9605
0.7349/7.0565
0.3605/3.9605

3.9749/0.7749 3.4645/0.5301

3.6005/0.4005

Por tanto, la solucién (secuencia més verosimil) es la siguiente:

Al0]

=11, A[1] = -1, A]2] = —1.

12



Ejercicio 13

a) Teniendo en cuenta los valores de los dos canales discretos equivalentes, la salida sin ruido del
sistema es

oln] = Ai[n] * p1[n] + As[n] *x po[n] =0.9- Ay[n] —0.1- Ay[n — 1]+ 0.8 - A[n] — 0.2 - As[n — 1]

La salida sin ruido en un instante depende de los valores de las dos secuencias en el mismo
instante y en el instante anterior. Se puede hacer una tabla con las 16 posibles conbinaciones

Ai[n] Asln] Ain—1] As[n—1] o[n] Ai[n] Asln] Ain—1] As[n—1] o[n]
+1 +2 +1 +2 a=+2.0 +1 +2 +1 -2 1=+2.8
-1 +2 +1 +2 b=40.2 -1 +2 +1 -2 Jj=+1.0
+1 -2 +1 +2 c=-12 +1 -2 +1 -2 =-04
-1 -2 +1 +2 d=-3.0 -1 -2 +1 -2 =-22
+1 +2 -1 +2 e=+22 +1 +2 -1 —2 m = +3.0
-1 +2 -1 +2 f=+04 -1 +2 -1 -2 n=+12
+1 -2 -1 +2 g=-10 +1 -2 -1 -2 o=-0.2
-1 -2 -1 +2 h=-28 -1 -2 -1 -2 p=-20

Si se quieren decodificar las dos secuencias de forma simultdanea, en el sistema hay dos entradas,
Aq[n| y As[n] (columnas 1y 2 de la tabla), y una salida, o[n], siendo el estado del sistema

Yn] = [Ar[n — 1], Ag[n — 1]]

lo que significa que v¥[n] corresponde a las columnas 3 y 4 de la tabla, y que el estado ¥[n + 1]
corresponde a las columnas 1 y 2 de la tabla. Por tanto, el diagrama de rejilla es el que se

muestra en la figura
a=+1,42|+2.0
b=—1,42/+0.2

[+1,42] c=+1,-2[-1.2
d=-1,-2|-3.0
e=+41,+42|+2.2
f=-1,+2/+04

[—1,+2] g=+1,-2/-1.0
h=-1,-2|-28
i=+1,+2|+2.8
j=-1,42/+1.0

[+1, —2] k=+1,-2/-04
l=-1,-2/-22
m=+1,4+2|+ 3.0
n=-1,+2|+1.2

[—1,-2] o=+1,-2|-0.2
p=—1,-2[-20

b) Para calcular la probabilidad de error de simbolo del usuario 1, para un retardo d = 0, hay
que promediar las probabilidades de error condicionales, es decir

1 1
Peo = s Paym=11 + §PEIA1["]:—1'

2
Para calcular las probabilidades de error condicionales, hay que ver cuales son los puntos de la
constelacién extendida que aparecen cuando A;[n] = +1 y cuando A;[n] = —1. Estos puntos

(se pueden obtener de la tabla anterior) se representan en la figura

13



Al[n] = +1 o
DO an | o DO
3S & oo o0 |oco—9O oo o0 A =—1 O
-3 —2 -1 0 +1 +2 +3

La probabilidad de error condicional es

Feasm=+1 :é (1-Q02)+(1-Q(04)+(1-Q(1)+(1-Q(12)

+Q2)+Q((22)+Q(2.8)+Q(3)

En este caso Poja,(nj=—1 = Peja;jnj=+1, Por lo que Py = Poja,(nj=41-

Para calcular la probabilidad de error de simbolo del usuario 2, para un retardo d = 0, hay
que promediar las probabilidades de error condicionales, es decir

1 1
Peo = S Pejagini=+2 T 5 Lol az[n=—2-

2 2
Para calcular las probabilidades de error condicionales, hay que ver cuales son los puntos de la
constelacién extendida que aparecen cuando As[n] = 42 y cuando Ay[n] = —2. Estos puntos
(se pueden obtener de la tabla anterior) se representan en la figura

AQ[TL]
DO an a o
\"aw) A\ A \waway L 2 2 “ “ “ Ag[n]

2 e
2 O

La probabilidad de error condicional es

Pelasin)=+2 :% Q02)+Q0.4)+Q(1H+Q(12)+Q(2)+Q(22)+Q((28) +Q(3)

En este caso Pojaymj=—2 = PejAs[nj=+2, POT 10 que Pey = Poja,n)=+2-

Claramente, P.; > P.s, ya que la energia de la constelacién es mayor para la secuencia As[n],
lo que hace que la contribucién en la salida sin ruido sea mayor y determine en mayor medida
en que region de decisién se encuentran las salidas sin ruido.

En este caso, para un igualador ZF de dos coeficientes disenado considerando tinicamente al
usuario 1, la solucién viene dada por el producto entre la pseudoinversa de la matriz de canal
y el vector con la respuesta conjunta deseada entre canal e igualador

w = (PIP)'P .cyy,

P
donde
m[0] 0 +0.9 0 1
P1: pl[l] pl[O] = |-0.1 —|-09 , Cq1 = 0
m[1] 0 —0.1 0
Operando, la solucién es
~[+1.1109
~|+0.1219(
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Ahora, la respuesta conjunta entre el canal pi[n] y el igualador es

Koy

cln] = piln] % wln] = > wlk] - prn — K.
k=0
En notacién vectorial
+1
C, = Pl W — —00014
—0.0122

Como se ve, la ISI residual es pequena.

Teniendo en cuenta que la matriz de canal para el canal del usuario 2 es

pal0] 0 +0.8 0
Py = |p[l] p2[0]| = [-02 +0.8],
0 po[l] 0 —0.2

la respuesta conjunta entre el canal ps[n] y el igualador es

+0.8888
Co = P2 -w = | —0.1246
—0.0244

Para el célculo de la probabilidad de error, cuando hay un tinico usuario, la salida del igualador
viene dada por

uln] = i[f”/ Aln —d] + ]; c[k] - Aln — k] + 2 wlk] - z[n — k]
ganancla k#d ~ ~- -

N

~~ ido filtrado 2’|
ISI residual ruido filtrado 2'[n]

La aproximacién habitual para la probabilidad de error consiste en asumir que ISI y ruido son
independientes, con lo que sus potencias se suman, y que tanto la distribucién del ruido como
del término de ISI son gaussianas, con lo que la distribucién conjunta es gaussiana, y que el
factor de ganancia supone un escalado de la constelacién, por lo que la aproximacion queda
€como

dmzn cld
pons-o okt
2\/o5, + o7gs
donde
Ky
0% =023 ik
k=0
y
K+Ky
ofsr=Es- > |clk]]*.
k=0
k£d

Ahora en cambio, teniendo en cuenta que hay dos usuarios, y que la contribucién del usuario
2 es una ICI para el usuario 1, la salida del igualador es

K+Ky K+ Ky Ky
uln] = ald Ailn—d+ > k] Ailn =K+ Y calk]- Aoln — K]+ wlk] - 2[n — k]
~ =0 k=0 k=0
ganancila k#d \ ~~ s/ \ -~ s/
d ICT usuario 2 ruido filtrado 2'[n]

IST residual
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Por tanto, la aproximaciéon ahora sera

Py~k-Q Amin1 - |c1[d]|
el =~ 9 \/ 2 2 2
0.+ 0fsr T 0101
donde .
oZ =02 |wlk]?,
k=0
K4+ Kuw
U%SI = Eq - Z |Cl[k7]|2a
k=0
k#d
Y K+Kuy
U%C’I = Es

Y ekl

Calculando valores, dyin1 = 2, Es1 = 1, Egg = 4, 02 = 1.2491, 07, = 1.5x 1074, 07, = 3.2241,
por lo que sustituyendo valores

Py ~ Q(0.4727) = 0.3182.

Ahora, si se tiene en cuenta que también se quiere hacer nula la ICI introducida por el usuario
2, hay que introducir en el sistema de ecuaciones las ecuaciones correspondientes a la respuesta
conjunta del canal 2. Hay que recordar que la solucién considerando sélo al usuario 1 (vista
en el apartado anterior) parte del sistema de ecuaciones que define la respuesta conjunta entre
el igualador y el canal discreto equivalente del ususario 1

01:P1'W,

en la que se define la respuesta conjunta objetivo (un uno en la posicién del cursor, c[d|, y
ceros en el resto de términos, que son los que definen la ISI), y se buscan los coeficientes del
igualador que aproximan estas ecuaciones con el minimo error cuadrético (solucién dada por
la pseudoinversa de la matriz de canal). Ahora habria que anadir ecuaciones adicionales para
anular la ICI del usuario 2, cuya respuesta conjunta viene dada por

CQZPQ'W

y que se desea que tenga todos los coeficientes nulos.

El sistema incluyendo las dos respuestas conjuntas tiene ahora 6 ecuaciones, 3 asociadas a la
respuesta conjunta para el usuario 1, y 3 asociadas a la respuesta conjunta para el usuario 2,
que en notacién matricial quedarda como

pi0] 07 [+09 0 1

p[l] pi[0] —0.1 +0.9 0

_ _ 0  pifl] 0 —0.1 10
cgr = Pr-w, con Pr = (0] 0 0.8 0 . Cyr = 0
p2(1]  p2[0] —0.2 +0.8 0

|0 po[l]) 0 —0.2] 0

La solucién ahora esta dada por la pseudoinversa de la nueva matriz total

w = (PEP;)'PE cyp.

#
Pr
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Sustituyendo valores y operando

_[+0.6171
~ 140.1029] -

La respuesta conjunta entre el canal p;[n] y el igualador es

+0.5554
ci =P, -w=|40.0309],
—0.0103

y la respuesta conjunta entre el canal py[n] y el igualador es

+0.4937
Co — P2 -w = |—0.0411
—0.0206

Calculando valores, dpin1 = 2, B = 1, Eg = 4, 02, = 0.3914, 074, = 0.0011, 7., = 0.9835,
por lo que sustituyendo valores

Py ~ Q(0.4735) = 0.3179.

Ejercicio 14

a) El retardo 6ptimo es
d=1

La probabilidad de error,

1 1 1 1 2
Pe:§+§Q( N0/2>+1Q< N0/2>-

b) Ahora se considera la utilizacién de un igualador de canal.

i) El igualador con el criterio de minimo error cuadratico medio (MMSE) se obtiene re-
solviendo el sistema basado en la pseudo-inversa regularizada con parametro de regular-

izacion A
wlo] 1
wilMSE — | [1] | = (PHP + /\I)_ P .c,,
w2] 7
donde en este caso A = E—% = % y la matriz I es

I=

o O =
O = O
_ o O

La respuesta conjunta canal-igualador ideal, y la matriz de canal son

c[0] 0 p0] 0 0 112 0 0
c[1] 0 o] plo] 0 Y1 412 0
ca= |2 | =1 P=|0p[2 p[1] pl0 | =] +1/2 +1 +1/2
c[3] 0 0 p[2] p[1] 0 +1/2 +1
cl4] 0 0 0 p2 0 0 +1/2
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ii) La probabilidad de error aproximada dados los coeficientes del igualador es

0.8
P.~1- = (Q(1.8983).
@ (\/0.16 + 0.0176) @ )
c¢) La aplicacion del algoritmo de Viterbi se muestra en la figura.
0.16 7.4 5.81 2.50
3
P2
P1
Yo
5.8
¥[0] ¥[1] ¥[2] ¥[3] P[4] ¥[5]

En verde se muestran las ramas que se procesan, teniendo en cuenta que la cabecera ciclica
hace que el estado inicial sea el estado ¥5 = [+1,+1], y que en las dos tltimas transiciones se
envia la cabecera y sélo se procesan las ramas correspondientes a A[3] = +1y A[4] = +1. En
negro estan resaltados los caminos supervivientes obtenidos en el proceso del algoritmo, y en
trazo mas grueso (y en azul), estd el camino superviviente final. Para cada estado, en cada
transicién, la métrica del camino superviviente esta recuadrada.

A partir del camino superviviente final, se puede extraer la secuencia de informacion transmi-
tida

Ejercicio 15

a) La probabilidad de error con retardo nulo es

1 0 1 1 1 1 0
Pe—é@(m>*éQ<m)—z+éQ( m)'

Parad=1



b) El igualador ZF, en el dominio frecuencial es
e—jwd 2€—jwd

jw g pry
W<€ ) P(@jw> 1 — e 2w’

La probabilidad de error es

c¢) Ahora, para el igualador MMSE, su respuesta en frecuencia es

W( jw) %[1 _ 62jw] efjwd %[1 _ 62jw] efjwd
e - =
1 — 1cos(2w) + 2—3 0.6 — 5 cos(2w)

La probabilidad de error
1
P, ~ e
© ( 1/0.301 )

d) Los igualadores ZF y MMSE se obtienen resolviendo los sistemas matriciales

wit = P# x ¢y = (P P)™' P x ¢,

W(JiMMSE — Pf X Cg = (PH P+>\I)_1 PH X Cq

Los elementos involucrados en este sistema son

0 p[0] 0 0 +1 0 0

0 p[1] p[0] 0 0 +5 O 100 2
ca=| 1|, P=|p2 plA] pl0] | =] -2 0 +3 |, I=]0 10 ,A:EZ:M

0 0 p[2] p[1] 0 -1 o0 001 s

0 0 0 p_2 o o -1

Ejercicio 16

El esquema del sistema de este ejercicio se muestra en el siguiente diagrama de bloques, en el que
se incluye el modelo en tiempo continuo y el modelo con el canal discreto equivalente

Aln] Bn] q[n] Aln] q[n]
he[n] pln] HC?—> pe(n] a(?—»
z[n] Pe[n] = he[n] * pln] z[n]

a) En este sistema de comunicaciones digitales no habra ISI si se cumple

1
T>Ty—Ty < —=10"3s.
Ry,
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b) La densidad espectral de potencia es

Ss(jw) =

AT
4

T
(1,09 4 0.6 cos(wT)) sinc? (w ) :

4

Esta funcién se muestra en la figura.

1.69 p27 |
= AT

SS(jW)

. . .
_ arx 0 A7 87
e - + £ + 35

¢) El retardo 6ptimo es d = 1. Para un detector ML y suponiendo una SNR lo suficientemente
alta, las regiones de decision son las que se muestran a continuacion

B An—1]=-1 @ An—1]=+1
—u = | me—|—me | | o—
< le sl .
= | +1|Ll| I
d) El igualador MMSE viene dado por la pseudo-inversa regularizada
wMSE — p# s ¢y = (PEP + X T) 7L PH x ¢4
donde
0 pe[0] 0 0 1 0 0
0 pell] pel0] O 1.05 1 0 100
ca=| 1|, P=|p2] pel] pcl0]| = [0.225 1.05 1 =101 0
0 0 pel2] pe[l] 0 0225 1.05 00 1
0 0 0 pc[2] 0 0 0.225

el inverso de la SNR es A\ = 02 /FE, = 2%)8 =0.05 (Es =1).

Para cada valor del retraso d,
calculamos el igulador

obtendremos el vector c; correspondiente.

wa = (PIP, + A1) Plc,,

Con este vector,

que no es mas que la columna (d 4 1)-ésima de la matriz (Pf’PC + /\I)f1 P Una vez que se
ha calculado el igualador, se obtiene la respuesta combinada

ca[n] = pe[n] * waln].

Finalmente, elegiremos el retraso d que maximiza

di d
v i)
2 0. + 071
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0, equivalentemente,

|cald]]
\/03, + O?SI

donde ¢? es la varianza del ruido filtrado, que depende de wg[n| y 0%4; es la varianza de la ISI
residual, que depende de ¢4[n]. Las expresiones para estas varianzas son

2
0-3’ = O-z Z |wd[n]|27
n=0

4
otsr = Es Y lean]|”.
n=0
n#d

Habitualmente las mejores prestaciones se obtienen cuando el retardo se situa en las posiciones
centrales de la respuesta conjunta entre canal e igualador.

Ejercicio 17
a) El retardo 6ptimo es
La probabilidad de error es
p = %Q < 1]\/702/2> n %Q ( ?;\/[j/2> ~1.27 x 1072

b) Ahora se usan igualadores sin restricciones con una 4-PAM

i) Para el caso ZF, la expresién del igualador en el dominio de la frecuencia es

) efjwd efjwd
jwy — —
W(e™) = P(ew) — 1w

El retardo d (no hace falta calcularlo), serfa el minimo retardo necesario para hacer la
tranformada de Fourier inversa del igulador, w([n|, causal.

La probabilidad de error

1
v 0.0667

ii) Ahora, para el igualador MMSE, su respuesta en frecuencia es

P. ~2Q ( ) =1.075 x 107%.

(2 4 e2w) emiwd (L4 e2w) gmiwd

W jw — —
(') 5 4 cos(2w) +0.01 126 + cos(2w)

La probabilidad de error

1

P.=2Q | ———
< (\/0.0652

) =9.0223 x 107°.
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Como no podia ser de otro modo, el igualador MMSE, al tener en cuenta el efecto del ruido,
siempre obtiene mejores prestaciones que el igualador ZF.

c) En este apartado se considera un igualador lineal de 5 coeficientes.

i) Heuristicamente se ha comprobado que habitualmente las mejores prestaciones se obtienen
cuando el retardo esta en la parte central de la respuesta conjunta (estrategia llamada tap
centering). Dado que el igualador tiene 5 coeficientes (memoria K,, = 4), y el canal tiene
memoria K, = 2, la respuesta conjunta tiene longitud 1 + K, + K, = 7 coeficientes, por
lo que el retardo més apropiado es d = 3.

El igualador MMSE se obtiene a partir de la pseudoinversa regularizada de la matriz de
canal

WSJMSE :Pf X Cq = (PH P+)\I)_1 PY « Cq

En este caso A = 0.01 y

0 10000
0 04000 10000
0 10300 01000
ca=|1|,P=]010 3 0|, I={00100
0 0010 1% 00010
0 00010 00001
| 0 (00 0 0 1]

ii) El retardo éptimo es d = 3, y la probabilidad de error aproximada

0.85
1/0.03252 + 3.252

P~2Q ( ) = 20Q(0.2615) ~ 0.7937
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